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复杂网络上具出生和死亡的一类分数阶
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摘　要：研究了复杂网络上具出生和死亡的一类分数阶ＳＩＲ模型地方病平衡解的全局渐近稳定性。在某些额外
的条件下，这个问题已被讨论。通过构造一个Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，在没有任何额外的条件下，证明了该模型地方病
平衡解的全局渐近稳定性。这个结果改进了已有文献中的一个结果。
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　　自１９９８年 Ｎａｔｕｒｅ杂志上关于 “小世界网络”

和１９９９年 Ｓｃｉｅｎｃｅ杂志上关于 “无标度网络”的

两篇开创性文章发表以来，复杂网络的研究吸引了

越来越多人的关注。２００１年，Ｐａｓｔｏｒ－Ｓｔｏｒｒａｓ
等［１－２］利用平均场的方法建立了无标度网络的 ＳＩＳ

模型，并求得了传播的临界值为 λｃ ＝
［ｋ］
［ｋ２］

，其中

［ｋ］＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｋｐ（ｋ），［ｋ２］＝∑

ｎ

ｋ＝１
ｋ２ｐ（ｋ），ｐ（ｋ）是度值

为ｋ的节点的分布函数，ｎ为所有节点的最大度数，
并指出：如果传播率超过这个临界值，那么疾病将

会持续传播，并转化为地方病。对这一结果的数学

证明于２００８年由Ｗａｎｇ等［３］给出。自 Ｐａｓｔｏｒ－Ｓｔｏｒ
ｒａｓ和Ｖｅｓｐｉｇｎａｎｉ的研究工作以来，复杂网络上流
行病模型的传播动力学得到了广泛研究，这其中的

一个重要课题便是复杂网络上微分方程模型的稳定

性分析，参见文献 ［４－１３］。
然而，目前所见到的复杂网络模型大多都是用

整数阶微分方程模型来描述的，其局限是不能准确

地描述记忆特征、历史依赖性等，而分数阶微分方

程模型能很好地弥补这些缺陷。另一方面，现有的
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大多数网络中研究传播动力学是没有考虑出生和死

亡的静态网络，但对于这类网络传染病模型，由于

出生会导致网络的增长，而死亡会导致网络的衰

减，因而会影响网络的结构，使得模型的稳定性分

析更为困难。在文献 ［１４］中，作者考虑了上述两
个方面，并提出了如下复杂网络上的分数阶微分方

程模型：

ＤαＳｋ（ｔ）＝ｂ（１－Ｓｋ（ｔ）－Ｉｋ（ｔ）－Ｒｋ（ｔ））－

　　　　βｋＳｋ（ｔ）Θ（ｔ）－μＳｋ（ｔ），

ＤαＩｋ（ｔ）＝βｋＳｋ（ｔ）Θ（ｔ）－（μ＋γ）Ｉｋ（ｔ），

ＤαＲｋ（ｔ）＝γＩｋ（ｔ）－μＲｋ（ｔ










），

ｋ＝１，２，…，ｎ （１）
其中，Ｄα（０＜α≤１）为Ｃａｐｕｔｏ导数，ｂ，β，μ，γ都是

正数，Θ（ｔ）＝ １
［ｋ］∑

ｎ

ｋ＝１
ｋｐ（ｋ）Ｉｋ（ｔ）。Ｃａｐｕｔｏ导数的定

义参见文献 ［１４－１５］。他们得到了阈值

Ｒ０ ＝
ｂβ［ｋ２］

（μ＋γ）（ｂ＋μ）［ｋ］
并证明了：如果Ｒ０ ＜１，那么系统 （１）的无病平
衡解是全局渐进稳定的；而如果Ｒ０ ＞１，那么系统
（１）存在唯一的正平衡解 Ｅ（Ｓｋ，Ｉｋ，Ｒｋ），其中
（Ｓｋ，Ｉｋ，Ｒｋ）满足

Ｓｋ ＝
ｂμ

（ｂ＋μ）（βｋΘ ＋μ）
，

Ｉｋ ＝
ｂμβｋΘ

（ｂ＋μ）（μ＋γ）（βｋΘ ＋μ）
，

Ｒｋ ＝
ｂμβｋΘ

γ（ｂ＋μ）（μ＋γ）（βｋΘ ＋μ）













，

ｋ＝１，２，…，ｎ
而Θ 是如下方程的唯一正解：

Θ ＝ ｂμβ
［ｋ］（ｂ＋μ）（μ＋γ）∑

ｎ

ｋ＝１

ｋ２ｐ（ｋ）Θ
βｋΘ＋μ

而且，在假设 Ｎｋ ＝
ｂ
ｂ＋μ

（即出生率等于死亡率）

以及矩阵Ｂ＝ βｋｊｐ（ｊ）ＳｋＩｊ
［ｋ( )］

是不可约的条件下，

证明了地方病平衡解 Ｅ（Ｓｋ，Ｉｋ，Ｒｋ）是全局渐近
稳定的。然而，出生率等于死亡率这样的假设并不

符合现实。另一方面，检验矩阵 Ｂ是否是可约的
是非常困难的问题。在本文中，构造了一个 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ函数，在没有上述假设的条件下，证明了
Ｅ（Ｓｋ，Ｉｋ，Ｒｋ）的全局渐近稳定性，从而改进了他
们的结果。本文的主要结果为

定理１　设 Ｒ０ ＞１，那么系统 （１）的地方病
平衡解是全局渐近稳定的。

１　若干引理
为证明定理１，不加证明地引用如下引理。
引理１［１６］　设ｘ（ｔ）∈Ｒ是一个连续可导函数，

则

Ｄαｘ２（ｔ）≤２ｘ（ｔ）Ｄαｘ（ｔ）
　　引理２［１４］　设ｘ（ｔ）∈Ｒ＋＝（０，＋∞）是一个
连续可导函数，则

Ｄα ｘ（ｔ）－ｘ －ｘｌｎｘ（ｔ）
ｘ[ ] ≤

１－ ｘ


ｘ（ｔ( )）Ｄαｘ（ｔ），ｘ ∈Ｒ＋

２　定理的证明
定理１的证明　设 （Ｓｋ，Ｉｋ，Ｒｋ）为问题 （１）的

一个解。令Ｖ＝Ｖ１＋Ｖ２＋ａ１Ｖ３＋ａ２Ｖ４，其中

Ｖ１（ｔ）＝
１
２∑

ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｓｋ－Ｓｋ）

２，

Ｖ２（ｔ）＝Θ－Θ －Θｌｎ
Θ
Θ
，

Ｖ３（ｔ）＝
１
２∑

ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｎｋ－Ｎｋ）

２，

Ｖ４（ｔ）＝
１
２∑

ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｒｋ－Ｒｋ）

２，

Ｎｋ ＝Ｓｋ＋Ｉｋ＋Ｒｋ，

Ｎｋ ＝
ｂ
ｂ＋μ

，ｃｋ ＝
ｋｐ（ｋ）
［ｋ］Ｓｋ

并且ａ１，ａ２为正常数。接下来，计算函数Ｖｉ（ｉ＝１，
２，３，４）的导数。首先，由引理１及 Ｓｋ满足的方程
得

ＤαＶ１≤∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｓｋ－Ｓｋ）ＤαＳｋ ＝

∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｓｋ－Ｓｋ）［ｂ（１－Ｎｋ）－βｋＳｋΘ－μＳｋ）］＝

∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｓｋ－Ｓｋ）［ｂ（Ｎｋ －Ｎｋ）－

βｋ（ＳｋΘ－ＳｋΘ）－μ（Ｓｋ－Ｓｋ）］＝

ｂ∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｓｋ－Ｓｋ）（Ｎｋ －Ｎｋ）－

β∑
ｎ

ｋ＝１
ｋｃｋＳｋ（Ｓｋ－Ｓｋ）（Θ－Θ）－

βΘ∑
ｎ

ｋ＝１
ｋｃｋ（Ｓｋ－Ｓｋ）

２－μ∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｓｋ－Ｓｋ）

２≤

ｂ∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｓｋ－Ｓｋ）（Ｎｋ －Ｎｋ）－

β∑
ｎ

ｋ＝１
ｋｃｋＳｋ（Ｓｋ－Ｓｋ）（Θ－Θ）－

１２
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μ∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｓｋ－Ｓｋ）

２ （２）

由Ｙｏｕｎｇ不等式ａｂ≤ ε
２ａ

２＋１２ε
ｂ２（ε＞０），得

（Ｓｋ－Ｓｋ）（Ｎｋ －Ｎｋ）≤
μ
２ｂ（Ｓｋ－Ｓ


ｋ）

２＋ｂ２μ
（Ｎｋ－Ｎｋ）

２

将其代入式 （２）得

ＤαＶ１≤－β∑
ｎ

ｋ＝１
ｋｃｋＳｋ（Ｓｋ－Ｓｋ）（Θ－Θ）＋

ｂ２
２μ∑

ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｎｋ－Ｎｋ）

２－μ２∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｓｋ－Ｓｋ）

２（３）

利用引理２及Θ满足的方程：

ＤαΘ ＝ １
［ｋ］∑

ｎ

ｋ＝１
βｋ２ｐ（ｋ）Ｓｋ－（μ＋γ[ ]）Θ

得

ＤαＶ２（ｔ）≤ １－Θ
( )Θ ＤαΘ ＝

１
［ｋ］∑

ｎ

ｋ＝１
βｋ２ｐ（ｋ）（Ｓｋ－Ｓｋ）（Θ－Θ） （４）

将式 （３）和式 （４）相加，并注意到ｃｋ＝
ｋｐ（ｋ）
［ｋ］Ｓｋ

，

得

ＤαＶ１（ｔ）＋ＤαＶ２（ｔ）≤

ｂ２
２μ∑

ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｎｋ－Ｎｋ）

２－μ２∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｓｋ－Ｓｋ）

２（５）

利用引理１及Ｎｋ满足的方程：
ＤαＮｋ ＝ｂ－（ｂ＋μ）Ｎｋ

得

ＤαＶ３≤∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｎｋ－Ｎｋ）ＤαＮｋ ＝

∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｎｋ－Ｎｋ）［ｂ－（ｂ＋μ）Ｎｋ］＝

－（ｂ＋μ）∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｎｋ－Ｎｋ）

２ （６）

用引理１及Ｒｋ满足的方程得

ＤαＶ４≤∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｒｋ－Ｒｋ）ＤαＲｋ ＝

∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｒｋ－Ｒｋ）（γＩｋ－μＲｋ）＝

∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｒｋ－Ｒｋ）［γＮｋ－γＳｋ－（μ＋γ）Ｒｋ］＝

∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｒｋ－Ｒｋ）［γ（Ｎｋ－Ｎｋ）－

γ（Ｓｋ－Ｓｋ）－（μ＋γ）（Ｒｋ－Ｒｋ）］ （７）
由Ｙｏｕｎｇ不等式得

（Ｒｋ－Ｒｋ）（Ｎｋ－Ｎｋ）≤

γ＋μ
４γ
（Ｒｋ－Ｒｋ）

２＋ γ
γ＋μ

（Ｎｋ－Ｎｋ）
２，

－（Ｓｋ－Ｓｋ）（Ｒｋ－Ｒｋ）≤
γ＋μ
４γ
（Ｒｋ－Ｒｋ）

２＋ γ
γ＋μ

（Ｓｋ－Ｓｋ）
２

将这两不等式代入式 （７）得

ＤαＶ４≤∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ γ２

μ＋γ
（Ｎｋ－Ｎｋ）

２[ ＋

γ２

μ＋γ
（Ｓｋ－Ｓｋ）

２－μ＋γ２ （Ｒｋ－Ｒｋ）]２ （８）

联合式 （５），式 （６）及式 （８），并取

ａ１ ＝
１
μ＋γ

μ
２＋

ｂ２( )μ ，ａ２ ＝
μ（μ＋γ）
４γ２

有

ＤαＶ＝ＤαＶ１＋ＤαＶ２＋ａ１ＤαＶ３＋ａ２ＤαＶ４≤

－∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ μ

４＋
ｂ２
２( )μ（Ｎｋ－Ｎｋ）２[ ＋

μ
４（Ｓｋ－Ｓ


ｋ）

２＋μ（μ＋γ）
２

８γ２
（Ｒｋ－Ｒｋ）]２

而且，ＤαＶ＝０当且仅当 （Ｓｋ，Ｉｋ，Ｒｋ）＝（Ｓｋ，Ｉｋ，
Ｒｋ），ｋ＝１，２，…，ｎ。由文献 ［１４］中定理４５和引
理２５知，（Ｓｋ，Ｉｋ，Ｒｋ）是全局渐近稳定性的。证毕。
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　第 ４期 程伟等：具有半正非线性项的一阶离散分数阶边值问题的正解

从而在（ＢＲ＼ＢＭ１）∩ Ｋ中，算子 Ａ至少有一个不
动点，即问题 （８）有一个超过ｗ的解ｙ，这也表明
ｙ－ｗ是问题 （１）的正解。证毕。
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